Introduction aux modeles de substitution

Aussi appelés surrogate models, ou metamodels.
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Résumé Cette note introduit la notion de modele de substitution en proposant une méthodologie générale d’utilisation et
les avantages des différents modeles. A partir d’un probléme physique simple, plusieurs modeles sont testés en suivant un
principe de parcimonie, c’est-a-dire en partant des techniques les plus simples pour considérer ensuite celles plus complexes.

1 Introduction

De nombreux domaines scientifiques font appel de nos
jours & des outils de modélisation et de simulation numé-

rique. Ces derniers sont trés utiles pour tester un grand nombre

d’hypotheses, permettant de limiter, par exemple, le nombre
d’essais en laboratoire a réaliser, procédant ainsi a un gain
substantiel de temps et de moyens. La précision numérique
obtenue avec ces simulations, notamment grice aux moyens
de calcul toujours plus performants, tout comme la grande
précision des mesures expérimentales auxquelles ces simu-
lations sont confrontées, ont contribué a 1’essor d’une nou-
velle discipline permettant de qualifier la validité des ana-
lyses : la quantification des incertitudes.

L utilisation la plus évidente de cette derniere est la com-
paraison et la validation des modélisations physiques implé-
mentées dans les codes de simulation numérique, grace aux
données expérimentales. La maitrise des phénomenes aléa-
toires et des méconnaissances caractérisant certaines don-
nées permet, par exemple, d’assurer que les valeurs des va-
riables prédites par la simulation numérique sont en dessous
de seuils critiques (de stireté). Cette étape, cruciale pour la
caractérisation du degré de confiance en un résultat, est tou-
tefois cofiteuse car elle nécessite souvent un grand nombre
de calculs pour converger. L utilisation de modeles de sub-
stitution - des modeles mathématiques approximant les ré-
ponses du modele numérique et dont les temps d’évaluation
sont négligeables - est alors un moyen de réduire le cofit de
cette étape.

1.1 Présentation du cas d’application

Le dispositif expérimental utilisé par la suite est consti-
tué d’une plaque plane, immergée dans un écoulement fluide
de température constante (de valeur 7o) et dont les condi-
tions d’écoulement sont connues. Ce probléme est unidi-
mensionnel : la largeur du solide est fixée a 2e (suivant la
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direction x) et la longueur est considérée infinie (représen-
tée sans borne suivant la direction y).

Le but de cette expérience est de mesurer la température
de la plaque en tout point (suivant x) et tout temps (noté z),
qu’on exprime en terme de jauge thermique, notée 0, a partir
de la température initiale de la plaque (notée 7;), comme :

T(x,t)—T;
G(x,t)zi(;f’le

Cette notion de jauge thermique est utile pour estimer
certaines propriétés de I’interface solide-liquide, comme le
nombre de Biot (noté B;). Le calcul de la jauge thermique
peut étre fait de maniere analytique, sous certaines condi-
tions en calculant la série infinie suivante :
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ou les parametres d’origine (¢ et x) sont remplacés par des
grandeurs adimensionnées (annotées ad), définies comme
Xoq =X/eett,g =1 x 4a/e?, o étant la diffusivité thermique
(propriété de la plaque). La position adimensionnée évolue
donc entre O et 1 et le temps adimensionné (qui est un temps
caractéristique) sera compris entre 0 et 10. Les conditions et
termes spécifiques ne seront pas détaillés ici (c.f. Ref [1]).

Il est possible de programmer une fonction approchante
du modele analytique : une troncature sur le nombre d’élé-
ments de la série a calculer (c.f équation 2) doit étre choi-
sie. Cette fonction sera appelée “le code” par la suite. Les
propriétés physiques de la plaque sont fixées en définissant
son matériau, ici un polymere, connu sous le nom de Téflon.
La fig. 1 représente les évolutions de la jauge thermique en
fonction de la position pour différentes valeurs de temps (c.f-
fig. 1a), en fonction du temps pour différentes positions (c.f.
fig. 1b) ou en fonction des deux parametres (c.f. fig. 1c).

Plusieurs modeles de substitution vont étre utilisés pour
remplacer le modele analytique en utilisant une base d’ap-
prentissage de 40 points dans le plan (¢,4, x,q) et une base
de tests contenant 2000 points dans ce méme plan.
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FIGURE 1: Evolution de la jauge thermique en fonction, soit de la position pour différentes valeurs de temps (a), soit du
temps pour différentes positions (b) soit dépendant des deux parametres (c).

1.2 Méthodologie commune aux différents modeles

Les modeles de substitution introduits ici nécessitent une
base d’apprentissage, notée .Z, de taille ng, définie comme :

L = {(Xiayi)}ie[l,ns]ﬂ ou X; = (xll e X?X). (3)
€ représente le code, x; est la i réalisation du vecteur des
variables aléatoires d’entrée X, de dimension ny et y; est la
réalisation correspondante de la variable aléatoire de sortie
Y (yi = €(x;)). £ peut étre un ensemble de mesures exis-
tantes ou un plan d’expériences généré dans ce but précis.

L’estimation de la grandeur d’intérét est notée § = M(x),
ou M représente le modele de substitution. Il est possible
d’avoir une premiere estimation de la qualité du modele ob-
tenu en calculant, sur .2, des critéres tel que le R? ou I’écart
quadratique moyen (MSE ') :

1 & S, (i —9i)?
MSE=—Y (yi—9)? et RR=1—=i=120 710
i Y vi—y)?

s i=1
ol y représente la moyenne de la grandeur d’intérét sur .Z.
Un autre critere de qualité, le coefficient de prédictivité
noté Q, peut étre calculé en utilisant une base dite de test
(notée &2, de taille np) :

it (i = 9(xi)?
Z?i] (y _yi)2 ’
Plutdt qu’utiliser une base de test (dont la mise a dis-
position peut s’avérer coutelise), il est souvent possible de
faire de la validation croisée : obtenir une estimation de
);’ ; =M'(x;) o M représente le modele dont I’apprentissage
s’est fait sur .Z en enlevant le i point. En répétant cela ng
fois, on peut obtenir I’écart quadratique moyen (MSEL,,) et
le critere de qualité (Q?,,) :

0’=1- x; € P
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ng l-;( =) Loo Y vi—y)?

1. Mean Square Error

MSEp,0 =

Dans ces équations, Loo signifie Leave-one-out (un cas par-
ticulier de validation croisée).

Le critere le plus utile est celui du Q7 : plus il est proche
de 1 et plus le modele est prédictif.

Finalement plusieurs modeles de substitution peuvent
souffrir de probleme de sur apprentissage : la taille de la
base d’apprentissage étant restreinte, le risque est que le
modele soit surparamétré, reproduisant parfaitement les ob-
servations mais qu’il soit non régulier entre celles-ci. Des
techniques de régularisation existent donc pour limiter cela,
reposant souvent sur I’utilisation d’une petite fraction de la
base d’apprentissage.

2 Méthode de projection et régression
2.1 Régression linéaire

Le but de cette méthode est d’essayer d’écrire la quantité
d’intérét sous la forme

y(x) = iﬁihi(x) — W (x)

ol les {Bi}icong sont les coefficients de la régression et
les {hi}ie[O,nR]7 les régresseurs, sont des fonctions de base
(polynomes, fonctions trigonométriques. ..) [2], ng étant le
nombre de régresseurs. Dans le cas ou le nombre de coef-
ficients a déterminer est plus petit que le nombre de points
dans la base d’apprentissage, la détermination de ces coeffi-
cients revient a la minimisation de ||y — HB||?> pour H la ma-

trice des régresseurs, qu’on peut écrire H= (h” (x1)...h7 (x,))”

La forme générale de la solution est alors
§=HB=H(H'H) 'H'y,

qui est souvent tres rapide a obtenir. Cette écriture matri-
cielle permet de voir que 1’estimation de § est la projection
de y dans le sous-espace de IR"™S engendré par les colonnes
de la matrice H.



La fig. 2a présente la distribution de la jauge thermique
estimée par le modele (les régresseurs étant des polynomes
d’ordre 1) en fonction de celle issue du code original (mo-
dele analytique, c.f. équation 2), pour la base de test apres
apprentissage. Le résultat montre que le systéme d’origine
ne peut pas étre considéré comme linéaire.

2.2 Expansion du chaos polynomial

Le concept de chaos polynomial repose sur la théorie du
chaos homogene de Wiener [3], introduit en 1938 et généra-
lisé par la suite. L’idée principale est a nouveau de projeter X
et Y sur un sous-espace vectoriel de dimension finie en esti-
mant les coefficients de ces projections a partir d’'un nombre
réduit d’appels au code. La base de ce sous-espace vectoriel
est composée de polyndomes orthogonaux et un choix doit
étre fait quant au degré maximal du produit tensoriel résul-
tant (plus le degré demandé est grand, plus la base d’appren-
tissage devra aussi étre grande).

Un avantage important de cette méthode et qu’elle per-
met d’interpréter les valeurs des coefficients comme des es-
timations des indices de Sobol pour les entrées considérées,
si les lois de probabilité des entrées ont été projetées sur leur
base de polyndmes orthogonaux naturels. Toutefois cette mé-
thode montre ses limites si la loi de probabilité de sortie Y
montre des discontinuités.

La fig. 2b présente la distribution de la jauge thermique
estimée par le modele (de degré maximal 4) en fonction de
celle issue du code original, pour la base de test apres ap-
prentissage. Le résultat, cette fois, décrit bien le comporte-
ment fourni par le code.

3 Méthodes d’interpolation
3.1 K plus proches voisins

Cette méthode estime la valeur possible du code §, pour
une configuration d’entrée x n’étant pas dans la base d’ap-

prentissage, comme la moyenne pondérée des ng plus proches
voisins du point en question [4]. Ceci peut s’écrire

3
=

o(x,x;)6 (x;),
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ou la fonction de poids est, en général, I’inverse de la dis-
tance

l/d(X,Xi)
YK 1/d(x,x;)

Cette méthode ne dépend que du choix de la fonction
de poids et du nombre de voisins a utiliser. Ce dernier cri-
tere peut étre optimisé par validation-croisée et les calculs
de distances peuvent se faire en parallele (par exemple sur
plusieurs processeurs).

o(x,X;) =

La fig. 2¢ présente la distribution de la jauge thermique
estimée par le modele (en utilisant ng=4) en fonction de
celle issue du code original, pour la base de test apres ap-
prentissage. Le résultat est meilleur que celui obtenue en
section 2.1, mais n’est quand méme pas pleinement satis-
faisant.

3.2 Krigeage

Le krigeage est une famille de méthodes, développée
dans les années 70 [5], qui utilise la corrélation spatiale entre
les différentes observations pour faire des prédictions en des
sites inconnus. Cela est fait en choisissant une fonction de
corrélation spatiale et en cherchant une estimation optimale
de ses parametres. L’ hypotheése sous-jacente repose sur I’ as-
similation de la sortie du code a la réalisation d’un processus
gaussien, décomposable en une partie déterministe m(x) et
une partie stochastique Z(x).

Ce modele peut ainsi étre vu comme un générateur de
fonctions, pouvant prendre en compte des incertitudes sur
les valeurs mesurées, fournies en entrée dans la base d’ap-
prentissage. L’estimation de criteres de qualité par Leave-
one-out est aussi facilement réalisable (c.f. section 1.2).

Un avantage important de cette méthode est qu’elle per-
met de disposer, en plus d’une prédiction, de 1’erreur asso-
ciée. Cette erreur fournit alors un intervalle de confiance et
permet de développer des stratégies efficaces de construc-
tion de plans d’expériences séquentiels (ajout de calculs avec
le “vrai modele” 1a ou ils apportent le plus d’informations).

Les fig. 2e et 2d représentent 1’application du krigeage
sur notre cas d’utilisation en considérant, respectivement,
seulement une dépendance au temps adimensionné ou en
I’appliquant sur la base de test compléte aprés apprentis-
sage. Dans les deux cas, I’accord obtenu entre le modele de
substitution et le code est bon.

4 Méthode d’apprentissage par réseau de neurones

Un réseau de neurones est un modele connectant plu-
sieurs neurones formels, dont le principe de fonctionnement
fut décrit pour la premiere fois en 1962 et appelé le percep-
tron [6]. Un neurone formel est un objet qui recoit des in-
formations et calcule une activité (a) comme a = f; | Oix;
ol les @ sont appelés poids synaptiques (n; dépendant de
I’architecture du réseau). Un signal de sortie s est calculé a
partir de son activité (plus un biais b), transformée par une
fonction de transfert : s = f(b+ ¥, wix;)

11 existe plusieurs types d’architecture, parmi lesquelles
celles dites compleétes (tous les neurones sont connectés entre
eux) ou par couche (les neurones sont connectés a leurs ho-
mologues des couches précédentes et suivantes). Le proces-
sus d’apprentissage est celui décrit en section 1.2 pour trou-
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FIGURE 2: Comparaison des estimations fournies par les modeles de substitution (0) avec les résultats fournis par le code (6),
en utilisant une base commune d’apprentissage de 40 points (a-d,f). (e) représente le résultat d’un krigeage a une dimension

pour visualiser I’intervalle de confiance estimé.

ver la valeur optimale des poids synaptiques tout en évitant
le sur apprentissage.

La fig. 2f représente la distribution de la jauge thermique
estimée par le modele (contenant 3 couches de 2 neurones
chacune) en fonction de celle issue du code original, pour la
base de test apres apprentissage. Le résultat semble a nou-
veau bien décrire le comportement du code.

5 Conclusion

Le concept de modele de substitution a été introduit dans
cette note, en présentant certains avantages a leur utilisation
et en introduisant une méthodologie générique. Différents
type de modele ont été appliqués a un probléme physique
pour illustrer leur utilisation. La stratégie recommandée est
bien de tester les modeles les plus simples avant de passer
a ceux plus compliqués, sachant que pour ces derniers, cha-
cun a ses avantages et inconvénients et qu’il n’y en a pas de
meilleur qu’un autre [7, 8, 9, 10].
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